CLEAI, matematica generale, primo semestre: soluzioni prova scritta 18 dicembre 2002

Studio di funzione, 1 di 4.

Campo d’esistenza: R.
Segno: poiché 422 — x = z(4x? — 1), si ottiene:

Limiti in x = 1 (continuita):

lim f(z) = lim 2% =e, lim f(z)= lim 42® —2 = 3.
r—1— r—1— r—1+t r—1+t
Poiché i limiti destro e sinistro non coincidono, f(x) non & continua in z = 1.
Limiti ai bordi del campo d’esistenza:
. . 2 g t=—=x . t2 . . 3 . 3 1
lim f(z)= lim z%® =" lim =0, lim f(z)= lim 42° —2z= lim 2°4d— =)=+
- - ¢ 2
r——00 r——00 t—+o00 e r——+00 r——+00 r——+00
Derivata prima:
Fla) = ze®(2+x) se x<1
Tl 1227 -1 se x>1
Segno derivata prima (crescenza e decrescenza):
—1 1
—2 2v3 0 2v3 1
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Limiti destro e sinistro di f'(x) in x = 1 (pendenza destra e sinistra in x = 1):

lim f'(z) = lim ze®(2+ z) = 3e,

r—1— r—1—

lim f'(z) = lim 122° —1 = 11.

z—1+t r—1+

Grafico di f(x):




Studio di funzione, 2 di 4.

Campo d’esistenza: R.
Segno:

Limiti in x = 1 (continuita):

lim f(z)= lim =z
r—1- r—1-

lim f(z) = lim 42% —1=3.

3
r—1+ r—1+

e’ =e,

Poiché i limiti destro e sinistro non coincidono, f(z) non & continua in x = 1.
Limiti ai bordi del campo d’esistenza:

3
. _ . 3 g t=—= . _t__ . _ . 2 9 _ : 2 _i_
zEIPoo flx) = zll}lzloo.%’ e’ = tll.lﬁloo o= 0, xl{r—ir-loo flx) = :Ell}l_}_loo 4z — 1= xgriloom (4 x2> = 400
Derivata prima:
2@
oy | 2" (B42x) se x<1
f(x)_{&c se x>1

Segno derivata prima (crescenza e decrescenza):

Limiti destro e sinistro di f'(x) in x = 1 (pendenza destra e sinistra in x = 1):

lim f'(z) = lim 2%e"(3 + ) = 4de, liI{l+ () = lir?+ 8z = 8.

r—1— r—1—

Grafico di f(x):




Studio di funzione, 3 di 4.

Campo d’esistenza: R.
Segno:

Limiti in x = 1 (continuita):
2
li =l T=e, i = lim 42% —1=3.
A @ = g et =e T S = lip 4o

Poiché i limiti destro e sinistro non coincidono, f(z) non & continua in x = 1.
Limiti ai bordi del campo d’esistenza:

2
xli)rzloo flx) = xgglwxex = —o00, wll)l_}_loof(ic) = xgrfw 422 —1 = xgrfw (4 — E) = 400
Derivata prima: . )
ro={ gt L i
Segno derivata prima (crescenza e decrescenza):
0 1
1 +§;'22 .
8z - n
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Limiti destro e sinistro di f'(x) in x = 1 (pendenza destra e sinistra in x = 1):

lim f/(z) = lim e* (1+22%) =3¢, lim f/(z) = lim 8z =8.
Jm fz) = lm e® (1+227) =3¢, lim fi(x) = lim 8

Grafico di f(x):




Studio di funzione, 4 di 4.

Campo d’esistenza: R.
Segno:

Limiti in x = 1 (continuita):

3
li = li T=e, i = lim 4z -1 =3.
A S = B et =e g @) = g 4

Poiché i limiti destro e sinistro non coincidono, f(z) non & continua in x = 1.
Limiti ai bordi del campo d’esistenza:

lim f(z)= lim ze®™ "= lim — t 0,

r——00

r——00 t—+o0 et3

lim f(z)= lim 4z-—1=+.

T—=400 T— 00

Derivata prima:

3
oy e (1+32%) se z<1
fiz) = { 4 se x>1
Segno derivata prima (crescenza e decrescenza):
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Limiti destro e sinistro di f'(x) in x = 1 (pendenza destra e sinistra in x = 1):

lim f(z) = 111{17 e (1+32%) =4e, lim f'(x)

lim 4 = 4.
r—1— r—1+ r—1+
Grafico di f(x):
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Studio di grafico di funzione, tutti.
Vedi studio di funzione corrispondente.

Massimi e minimi, 1 di 2.
f(z) = 2z + (z — 1)®> = 2% + 1 & una parabola con concavita verso 'alto e vertice in (0,1), che & dunque 1'unico
minimo (locale e globale). Poiché f(—1/2) =1+ 1/4 <2 = f(1), il punto (1,2) & un massimo sia locale che globale.

Massimi e minimi, 2 di 2.

f(x) = =22 — (z — 1)2 = —2% — 1 & una parabola con concavita verso il basso e vertice in (0, —1), che & dunque
I'unico massimo (locale e globale). Poiché f(—1/2) = —1—1/4 > —2 = f(1), il punto (1,—2) & un minimo sia locale
che globale.

Zeri, 1 di 2.
f(x) =1/x+1 & positiva in (0+ c0), dunque f(x) & crescente. Poiché lim,_,o+ f(z) = —oc0 e limy—, o0 f(x) = H00,
esiste un unico zero o > 0 per f(z). Infine, da f(1) =2 > 0 segue zo € (0,1).

Zeri, 2 di 2.
f'(z) =1/z+1 & positiva in (0+ 00), dunque f(x) & crescente. Poiché lim,_ g+ f(z) = —00 e limy, 100 f(z) = 400,
esiste un unico zero xo > 0 per f(x). Infine, da f(1) =3 > 0 segue g € (0,1).

Punti fissi, entrambi.
I punti fissi di f(x) sono gli zeri della funzione ausiliaria F(z) := f(z) — x, che sono gli zeri di —F(x), che coincide
con la funzione dei precedenti esercizi (zeri, 1 di 2 e 2 di 2).

Teorico, 1 di 3.
Si, perché funzione continua su un intervallo chiuso e limitato (teorema di Weierstrass).

Teorico, 2 di 3.
Si, perché 1 € [f(1) =0, f(e?) = 2] (teorema dei valori intermedi).

Teorico, 3 di 3.
Si, perché f(0) = f(1) = 0 (teorema di Lagrange).



